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110.8. Un fluido perfetto ed incomprimibile € in quiete sotto 1'azione della forza f =
<k?x (k = cost. ). Determinare la superficie libera e la pressione se il volume del fluido é

o‘/ :

Soluzione. Dalla (9.21), troviamo le equazioni di equilibrio
9p
=— = —pok’z;.
Oz; RS
Integrando
1
p= —§pok2($¥ + x% + Eg) + C,

dove c € una costante arbitraria. Assumiamo che sulla superficie libera abbiamo p = 0.
Per cui ’equazione di questa superficie é

2¢

2 2 2
+ e
zl 2+13 p0k2

La costante c ¢ determinata dalla condizione che il volume del fluido é V. Otteniamo
1 3 2/3
= Zpok?( — g
¢ g (27r V)

Pertanto concludiamo che
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____lk2 ($2+1‘2+$2)+1k2 iV *

Osserviamo che la pressione nell’origine é p* = c.
10.9. Un fluido perfetto e barotropico con equazione costitutiva

p=kp?,

dove k e 7 sono costanti e y # 1, fluisce da un grande contenitore chiuso attraverso una
sottile condotta liscia. Se la pressione nel contenitore ¢ N volte la pressione atmosferica,
! determinare la velocita del fluido uscente nel caso che il moto sia stazionario.

Soluzione. Usiamo I'equazione di Bernoulli per moti stazionari (9.26). Sia A un punto
in quiete nel fluido del recipiente e sia B un punto situato alla fine della condotta. Dalla
(9.26) abbiamo

%vz(A) +P(4) - U(A) = %vz(B) +P(B) - U(B).

. . . . !
Assumiamo che le forze di massa siano nulle. Poiche

otteniamo

2oy Y P(A)_P(B)
”(B)‘v—l(pm) ,,(B))-

Tenendo conto che p(A) = Np(B) si ha

_ 2y p(B)(\P(B)
7Bl (v 1):

v —1p(B)
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10.13. Un fluido perfetto ed incomprim.ibile che occupa l'intero spazio e in equilibrio
in assenza delle forze di massa. Esso ¢ sottoposto ad una pressione uniforme all’infinito. §
All'istante £ = 0 nello spazio occupato dal fluido viene ricavata una sfera vuota di centro
O e raggio R. Determinare 'intervallo di tempo (0,7} nel quale il fluido riempie la cavita

sferica. -

Soluzione. Cerchiamo di risolvere il problema supponendo che

dove ¢ e p sono funzioni incognite. Abbiamo
Ov; Oy
=itz — , g—=—7
5z; P TESIGT o B T T o
L’equazione di continuita (9.18) diventa

(r*¢) =

P

per cui

=rF(t),
dove F ¢é una funzione arbitraria del tempo. Cost ,
a; = 0; = :c.-r_s(l:" — 27'_3F2)

e le equazioni di moto (9.21) si riducono a
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Q

6p__$.' P__ ._3' -3 2
a-x—i—‘-r—b—;—--pux,‘r‘ (F-2f‘ F)

Otteniamo

P = po(r~1F — %r*rﬂ ) + h(t),

P=po+ po(r 1 F = %r"‘Fg).

Sia z(¢} il raggio della cavitd all’;

stante ¢. Sulla gdperficie della cavitd la pressione é zero
per cui

-1
Po+ po(2z71F — Ez"*Fz) =0.
La velocita pud essere espressa nella forma

V=ue; = r‘aF(t)x;eg,

percui F < Qe

essendo r una funzione decrescente di ¢, Ora abbiamo

2p0F + 2pg(2  FF — %z“‘Fa) =0

' Poiché 2pyF = 2py2%3, otteniamo

2poz23 + 2pgz "V FF — Pz 23F? =,
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oppure

2ppz°z = —Pdt(z_le)
Concludiamo che
e
3 po

! . . . . -
dove ¢; e una costante arbitraria. Dalle condizioni

2(00=R , F(0)=0,

deriva che

per cui

= 2po
102 _ 3 _ .3
z = _3po(R 2%);

Tenendo presente che F' = 223, otteniamo

1/2 3 1/2
e ()" (&) )
3p0 z
11 valore di T € dato da
R -
r- ()" J1(8) -] e
2po X
0

Sia y definita da 2% = R3y. Allora
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1
T= R [y o1 - g) 2y =
J |

1/2 1/2
Po 51 3 Po 2) 5
= R — - =) == =T = |,
(6P0> B(6 2) 2R(27fpo> F(3 6

dove
1 oo A
B(q,s) = /.1:"_1(1 —z)* Yz |, T(q)= /a:""'e"’d:c 5 (@>0,.80)
0 0

10.14. Un fluido perfetto ed incomprimibile occupa I’esterno della sfera ¥ di centro O
e raggio R. La regione T é riempita di esplosivo che detona a ¢ = 0. Supponiamo che non
agisca alcuna forza di massa e che I’esplosione produca un moto a simmetria sferica.

Determinare l'equazione soddisfatta dal raggio della cavita all’istante ¢ se la pressione
nel fluido prima dell’esplosione € py e la pressione esercitata sulla superficie della cavita é
P (po e P sono assegnate).

Soluzione. A causa della simmetria cercheremo la soluzione nella forma

v; = 2;¥(r, 1),
dove ¥ ¢é una funzione incognita e r = (2} + z2 + z2)!/2. Cosi

0v,- - TiTji o, ' 8\1!
L =P, + 2 = —, 10.1
5z Whiht ¥y MU= (10.17)

Notiamo che la (10.17) evidenzia che il moto € irrotazionale. L’equazione di continuita
(9.18) si riduce a

(¥ =0,

433



per cui

¥ =r3G(1),

- . . . . .
dove G e una funzione arbitraria del tempo. Quindi,

Vi =T ?I,'G(t)
Dalla (10.18) risulta che
o Bv,- Ov,- _ =3/ =32
@ == +31:]-v3 =z;r7°(G = 2r=°G?).

Le equazioni di moto (9.21) si riducono a
0

a;l?,'

per cui

Otteniamo poi

dp = —por_Q(G.’ —2r~3G?%)dr.

In questo modo risulta

. 1
p=m(r7iG- 376 ) + 100

i —pox,-r‘?’(G. - 2r‘3G2).

(10.18)

dove f e una funzione arbitraria del tempo. Se usiamo la condizione che p — py per
.7 — 00, che deriva dal fatto che il cambiamento di pressione dovuto all’esplosione deve

tendere a zero quando si incrementa la distanza dalla cavita , allora abbiamo
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-
p=po+po (r‘lG - §r“‘G2>-

Denotiamo con y(t) il raggio della cavita all'istante ¢. Sulla superficie della cavita ,
r = y(t) e p= P(y,1), per cui

P =py+ po (g'ld - —;—y—“Gz). (10.19)
Dalla (10.18),

v =v;e; = v 3G(P)r,
cosicchée G >0 e

v=r"2G , v=r. (10.20)
Dalla (10.20),

G=g' , G=iy +2"

e, sostituendo nella (10.19), otteniamo

. 3.9 1
+ 292 = —(P —po).
yi+ 59 po( Po)

Questa e appunto ’equazione desiderata.



